Lesdérivées
4.1 Introduction

o Vitesse et accélération

e Lorsque I’on considére le mouvement rectiligne d'un point matériel M, la distance d parcourue par ce point
a partir d’une position initiale est liée au temps t qu'il met pour se déplacer. Exprimons alors la distance d
parcourue

durant le tempst par d = f(t) . S I’on calcule le rapport de la distance d et du temps t mis pour la parcourir,
on établit la vitesse moyenne du mobile. Cependant, |a vitesse moyenne ne caractérise la vitesse que si celle-ci est
constante. Si la vitesse varie, pour I’ évaluer a un instant t donné, il suffit d' établir le rapport distance / temps pour
un laps de temps, noté At , le plus court possible aux environs de cet instant t, ce qui est donné par le nombre
f(t+At)—f(t)

At

On appelle alors vitesse instantanée du point M en mouvement la limite du quotient de |’ accroissement du chemin
parcouru f(t+At) — f(t) par I’ accroissement At du temps, lorsgque At tend vers zéro.

f(t+ At) - (1)

pour un accroissement At du temps le plus petit possible .

v(t)= Iim guel’on notef '(t)

At -0

Lavitesse dépend ainsi del’instant t ou on la calcule.

La fonction exprimant, dans un mouvement rectiligne non uniforme ( vitesse non constante ) , la vitesse d'un
mobile
M al'instant t est lafonction dérivée de lafonction décrivant le déplacement.

De méme, s I'on désire établir a son tour |’ accroissement de la vitesse a un instant t, c'est a dire |’ accélération
(ou ladécélération), il suffit de calculer ladérivée delafonction vitesse.

a) = tim “AZYO

At —> 0 At

Ainsi, la dérivée seconde de lafonction déterminant le déplacement d’ un mobile exprime I’ accélération du
mouvement achague instant t :

Lat) =vit)=f"(t) |

e Exemple: UncorpsM en chutelibre, |&ché sans vitesse initiale, parcourt en t secondes la distance d donnée

en métres par d = f(t) = igt2,0l]g =981 m/s .
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Ainsi savitesse instantanée au tempst sera donnée par :

1 2 1 >
—o(t+ At)” ——qt
29( + At) 29

f(t+At) —f(t 1 t2 4+ 2At -t + (AD)?) — t2
v(t)= lim M= lim =§g lim ( (A7) )
At > 0 At At >0 At At >0 At
1 2At-t+(At)% 1 1
=20 im ——————==gim (2t +At)==g-(2t) =gt , et
27 Im™ 4t 27 lim 2

v(t+At)—v(t): im g-(t+At)—g-t: lim g-t+g-At—g-t:g

a(t) = lim
At —>0 At At — 0 At At —> 0 At

y=di=1/2gt'2




Tangente a une courbe

Rappel : Soit un cercle C(C ;r) et une droitet : ladroitet est tangente au
cercleC ssi t » C={T}. Deplus, on sait quet est tangenteaCssi (CT)L t.

Soit un point Ae C, avec A = T, et lasécante s = (AT) et lamédiatrice Miar ;

on vadéfinir latangentet au cercle C au point T par la position limite

de la sécante slorsque le point A, "glissant" sur le cercle C, tend versle point T.

Lorsque A "esten T" , la sécante "est" latangente t et |la mediatrice mpay) "est”

le diamétre (CT).

Soit It le graphique d’ une fonction f et Mg (X ;f(Xo)) un point de 't tel

guef est continue sur un intervalle ouvert | contenant g .

Définition: Latangentetal’; au point M, est lalimite de ladroite
s=(MM), ou M(x ;f(x)) estunpointdeI'setx e I,
lorsque M tend vers My .

Soit m lapente de la sécante s = (MoM) ;

I

f(x)—f(x .
on sait quem = M et que m=tan(a) o oo =m (OM’'MM) ;
X =X,
f(x) —f(X,) : , ,
de plus ——  est aussi letaux d’ accroissement def lorsque
X — X,

lavariable passe de xg ax .

4.2 Dé&finitions

a

Nombre dérivé

Définition :  Soit f une fonction et xo un point adhérent au Df.

f(x)-f
Lafonction f est dite dérivableen xo S |im Mexistedansﬂ{.

X = Xq X=Xy

Ce nombre réel, noté f’ (Xo), est appelé nombre dérivé de f en X
f(x)-f

etona |im M=f‘(x0).

X = X X=Xy

Interprétation géométrique : Le nombre dérivé f (o) donne la pente de latangentet au graphiqueI's de f
au point M, d' abscisse X .

Autresnotations: En posant Ax =X —Xo et Af =f(X) —f(Xo) ,
f(x)-f(x f(xq +AX) —f(x Af
ona lim M=f'(xo)= lim o )7T0) _ lim —

X = Xq X—Xp AX — 0 AX Ax—>OAX

Définition:  Soit f une fonction et X, un point adhérent au Df.
Lafonction f est dite dérivable a droite (resp. a gauche) en xo

f(x)—f(x - f(x)—f(x -
s |im M:fd(xo)existedansIR(resp.si lim M:fg(xo) exisedansR ) .
X—Xq — 7o X—Xq — 7o
> <
Exemple:  Sif(x)=|x|, aors Y
' f(x)-f(0 X|—-0 X =
4= tim 2O, L P S y=i
x—0 x-0 x—>OX_o x—0
> > > 1
! f(x)-f(0 x|—-0 —X
0= tim OO M=0_ =X Ny
Xx—0 X— x—>OX_o x>0 X
< < <

On dit que le graphique 7; def admet un point anguleuxenx= 0.
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F() = (%)
X —Xq

e Remarque: Silalimite |im
X%Xo

n’ existe pas,

@) soit fy(xo)#f,(X,) et legraphiquel’; admet
un point anguleux (Xo ; f(Xo))-

b) soit [im [f'(x)| =+ etlegraphique I'; admet
X = XO
une tangente verticale au point (Xo ; f(Xo)).
Sideplus [im f'(X)nexistepas, le

X—)XO T ;

graphique
admet un point derebroussement .

o Fonction dérivée

e Définition: Unefonction f est dite dérivable sur unintervalle fermé[ab] de R si elle est dérivable en xo,

pour tout Xo € ]a,b[ , et s elle est dérivable adroite en aet agaucheenb .
On définit dlorslafonction dérivéedef sur [ab] par: f" [ab] — R

x = f'(x)

e Construction géométrigue point par point de lafonction dérivée def :

Soit une fonction f dérivable un intervalle | de IR et un point M(x ;f(x)) du graphiqueI'; def :

tangente verticale, pas de tangente verticale,
point de rebroussement point de rebroussement

on construit le point M’ = p, (M) € (OI), ’ t
IepointMlztAi(M)etlepointM2=tAu(M1), 1 M M
ouAu= (:J et m = f’(x) pente de latangentet aT; A i u

. . . 0 iy 1M
au point M ; finalement on construit " |
le point M= U o (M’) ; dorslegraphique Iy est uM"[x;f'[x]]
I”’ensembl e des points M’ du plan lorsque x décrit
I’ Intefva”e I . ici Y= f[x] = sin[x]

et v = f'[¥] = cos[x]

e Exercices: Calculerf'(xg) , avec Xo € Dy, et donner Ds- s

a f(x)=c(ceR) b) f(x)=ax+b 0 fx)=ax+bx+c d) f(x)=x3
9 f(x)=x" A f=x""eN) g fx) == h fx)= —
X X
) )= —MmelN) ) (9= x K (x) = sin(x) ) f(x) = cos(x)
X

m) f(x) = tan(x)



4.3

Théorémes

Théoremes pour le calcul des dérivées

Théoréeme 1 : Si f est une fonction dérivable en x,, alors elle est continue en Xg .

Remarque : Laréciproque est fausse ; une fonction continue en Xq peut ne pas étre dérivable en xo ;
exemple: lafonction valeur absolue est continue en 0, mais non dérivableen O .

Théoréme 2 : Soit f et g sont deux fonctions dérivables en xq, Xo un point adhérent de D; "Dy,

. . . f .
lesfonctionsf+g et f-g sont dérivablesen xq ; s de plusg(xo) = 0, —est dérivableen xo et ona:
g

a (f+g)'x)=f'(x))+g '.(XO) b) (f-9)'(Xo0) = '(X0)-9(X0) + f(X0)-g'(X0)
C) (f_J (XO):fl(xo)'g(xo)z_f(xo)'gl(xo)
9°(X,)
Corollairesau théoreme 1: @)  (f —g)'(Xo) = (f - 9')(X0) b) (é) (X,) = (_—g](xo)
g

c) (fgh'x)=>F'gh+fgh+fgh)(x) d) (Af)(Xo)=AF"(X0),reR,

Théoréme 3: Si f est une fonction dérivable en X, et g une fonction dérivable en f(Xo),
aorslafonction (g o f) est dérivable en x, et on a (g of)'(Xo) = g'[f(Xo)]-f '(Xo)

Corollaire au théoréme 2 : (f")'(Xo) = n f™(Xo) T '(Xo)

Exemple: Soitfetgdéfinieparf(x)zx/_etg(x)=sin(x) alors
(Fo /() =[sn(o 1" = cos(V ) (4 )= cos(x ) ) g . g0y,

o
os(x) . .

(gof)'(x) =[+/sin(x) ] sin(x _—suxesttelquesm(x) R. -{0},

i = e S )

Théoreme 4 : Si f est une fonction bijective et continue sur un intervalle ouvert contenant y, et
s f est dérivableenyg et si f '(yg) # 0, alorslabijection réciprogue £t

est dérivable en xo = f(yo) et on a (f ) (xo) =

1
f'(¥o)

Exemple:  Soit f définie par f(x) —x2 etx € R, dorsf (x)= Vx , (etonay = Vx < x=y?)

1 1 1
dors(v/x ) = (f (x))-f() vy




Interprétation géométrique:  Les graphiques de deux fonctions bijectives
et réciproques f et f ! sont symétriques par rapport ala bissectrice b

d équationy = x . Aingi, si lapente de latangente t; au graphique I'y

en A(yo ;f(yo)) est m, =f'(yo) et lapente delatangent t, au

graphique I, , en B(xo;f (o) est m, =(f '1)'(x0) = — 1 :i_
f'(yo) m,

Or tan(o) = M, ettan(oz) = M, ,00 o, €t o, sontlesmesuresdes

angles directeurs des tangentest; et t, .

1 ; Lo
Onaaors m, =—<&tan(oy) = =cot(a,) = tan(— - S o,= 0, - —.
t, mt1 (0r2) tan(ot,) (1) (2 o) 2 175
o Théoreme5: (x%=qx™,vqge Q"
Exemple: s 100 = ¥x,dorsf ()= (X )=y = = x V=L o1 1
3 3 3 3/x2

o Théorémes fondamentaux

e Théoréme6 : ( théoréme de Fermat)

Si f est une fonction dérivable en xp et si f admet un extremum en X, , alorsf '(Xg)=0

contre exemple :

Remarque Laréciprogue est fausse (cf. figure ci-contre) e
Lafonction f définie par y = f(x) = x> 0" admet pas Lk
d'extremumen x =0, maisf '(0) = 0. 1
'(0)=0

yants

e Théoréme7 : (théoreme de Rolle)

Si f est une fonction continue sur I’intervalle [a,b], dérivable sur I'intervalle Jab[ et si f(a) = f(b),
aorsil existe au moins un nombre ¢ € Ja,b[ tel quef’(c) =0.

Interprétation géométrique : il existe au moins entre les points
A(a;f(a)) et B(b ;f(b)) un point M(c ;f(c)) du graphique I't en
lequel latangentet est horizontale. - -t -

Remarque: Sif(a) =f(b) =0, adorsf ' admet au moins une racine e
entre deux racines def .

e Théoréme8 : (théoréeme de Lagrange ou théoréme des accroissementsfinis)
Si f est une fonction continue sur I’intervalle [a,b], dérivable sur I'intervalle ]Ja,b[ ,
f(b)-f(a)

alorsil existe au moins un nombre ¢ € Ja,b[ tel que f'(c) = o
-a




Interprétation géométrique : il existe au moins entre les 1b)
points A(a;f(a)) et B(b ;f(b)) un point M(c ;f(c)) du
graphique I'; enlequel latangentet est paralléleala
sécante (AB). a1 -z - :

Corollaire au théoreme 8 : Si f '(x) =0, pour tout X € [a,b], dorsf(x) =c,c e R, pour tout x € [a,b] .

44  Applications de ladérivée

e Théoréme9 : (dérivées et variation d' une fonction)
Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle fermé [a,b] , alors
1) festcroissantesur [ab] < f'(x) >0, pour tout X € [ab] ;
2)  festdécroissante sur [ab] < f'(X) <0, pour tout X € [ab] ;
3) festconstante sur [ab] < f'(x) =0, pour tout X € [ab] .

e Théoréme 10 : ( condition suffisante pour un extremum )
Sait f une fonction continue sur I’intervalle [a,b] et dérivable sur I'intervalle Ja,b[ - {c} ,
ouc e ]ab[ . Si lafonction dérivée f ' prend un signe constant sur ]a,c[ et le signe oppose
sur]c,b[ , alorsf admet un extremumen c.

Corollaire au théoreme 10 : Si f est dérivablesur Jab[ et c € Jab[ , et si f ' S'annule et change de signe
enx =c, aorsc est un extremum def.

e Théoremell : (théoréme de Cauchy)
Soit f et g deux fonctions dérivables sur I'intervalle Ja,b[ et g'(x) = 0, Vxelab[ ,
f(b)—f(a) f'(c)

gb)-9@® g'(c)

aorsil existe au moins un nombre c € ]a,b[ tel que

e Théoréme 12 : ( théoréme de I’ Hospital)
. f!
Soit f et g deux fonctions dérivables sur I’intervalle ]a,b[ et xo €]a,b[ tellesque lim —EX; =L.
X—Xg g' X
S limf(x) = limg(x)=0, dors lim 2~ im fl(x) —L .
X=X X—Xq X—Xq g(x) X=Xo (X)

S lim[f(x)|= lim|g(x)| =+, dors lim fEX; = lim f.EX; =L
X—Xg XX x=>Xo g(X x=xo g' (X

Remarque : Larégle del’Hospital s applique aussi aux calculs de limites du type
[im , lim , lim et lim .

X—Xg  X—>Xg = X—>+®© X—>—00
> <




45 Dérivée seconde

e Définition : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |l . Si lafonction dérivéef ' est dérivable sur |,
sadérivée, notéef ", est appelée la dérivée seconde def.

e Approche del’interprétation géométrigue de la dérivée seconde :

Soit une fonction f admettant une dérivée seconde sur I'intervalle

[ac] .

L es pentes des tangentes successives aI's en M(x ;f(x)) décroissent
lorsque x variedeaab, puis croissent lorsque x variedeb ac.

Or la pente des tangentes est donnée, point par point, par le nombre
dérivé f '(x) en x ; donc si la pente décroit, ladérivée def ', c'est adire
f " est négative (thm. 9) pour tout x de[a,b] et si lapente croit, f " est

positive, pour tout x de [b,c] . On diraqueT’ est concave sur [a,b] et
convexe sur [b,c] .

Le point (b;f(b)) de Ty sépare la partie concave de T} de sa partie convexe.
La dérivée f ' admet ici un minimum en b, car de décroissante dans [a,b] elle devient croissante dans [b,c].
La dérivée seconde f " change donc de signe en b. Nous dirons que le point (b ;f(b)) est un point d’inflexion
deT: ouquelafonction f admet un point d’inflexionen x = b.

e Définition : Soit f dérivable sur un intervalle[ab].
Latangentet au graphique I'; au point M(Xo ;f(Xo)) tx
admet I’ équationt : y - f(Xo) = f '(Xg)-(X — Xo) , OU
try =f(Xo) +f'(Xo)- (X —Xo) .

Posons 8(x,Xo) = f(x) —[f(Xo) * f "(X0)- (X —Xo)] - Spexa) |
Le graphique It est convexe sur [ab] < 8(X,Xg) >0, V {X ;Xo}c [ab];  ieinégatf
Le graphique I't est concave sur [a,b] < 6(X,Xg) <0,V {X ;X0 }c [ab] .

I'; convexe T concave

fixo)|
{4]]

0.5

e Définition : Le graphique I't d' une fonction f admet un point
d’inflexion
au point M(Xo ;f(xo)) S'il existe deux nombres a et b tels que I's soit
convexe sur [a,Xq] et concave sur [Xo,b] , ou f{xo)
concave sur [a,Xg] €t convexe sur [Xo,b] .

remarque : latangentet aT’s coupe I's au point d'inflexion .

0.5




e Théoréme13 : ( condition suffisante pour déterminer la concavité )
Sait f une fonction admettant une dérivée seconde dans un intervalle [a,b] .
Sif"(x) =0 (resp. f "(x) < 0) pour tout x € [a,b] , alorsT; est convexe (resp. concave) dans[ab] .

Corollaire au théoreme 13 :  ( condition suffisante pour un point d'inflexion )

Soit f une fonction admettant une dérivée seconde dans un [a,b] —{c} .

Si f"(x) > 0 (resp.< 0) pour tout X € Ja,c[ et f "(X) <0 (resp. = 0) pour tout X € Jc,b[ ,
alors Ty admet un point d'inflexion au point M(c ;f(c)) .

Remarque: Deplus, s f"(c)est défini, alorsf" (c)=0.




